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算を行う。Burgers方程式の LBM による解法は既に報告されており ‐ (Gao
ら[4]など) 、これらの既存の結果と今回の数値計算の結果の比較を行う。
2 Burgers 方程式の LBM による定式化
LBMの数値スキームを構成する手続きのうち、Boltzmann方程式の時間
発展が解くべき方程式 (ここではBurgers方程式) と対応するようにモー
メントを定義する方法についてはGao ら [4] による報告と同様であり、こ
こで簡単に示す。




f_{i}(x+ $\epsilon$ e_{i}, t+ $\epsilon$)-f_{i}(x, t)=-\displaystyle \frac{1}{ $\tau$}(f_{i}(x, t)-f_{\dot{ $\iota$}}^{eq}(x, t)) (1)
ここで、  $\epsilon$ は格子間隔としての微小量、右辺は衝突項であり、BGKモデ
ルによって表わされるとする。  $\tau$ は緩和係数、  f_{i}^{eq}(x, t) は系の局所平衡関数
を表す。
数密度
 $\zeta$=\displaystyle \sum_{i}f_{\dot{l}}(x, t) (2)
がBurgers方程式を満たす様に定式化を行う。すなわち式 (1) の左辺を  $\epsilon$
を用いて展開し、  t, x についても一旦微小量  $\epsilon$ を用いてスケーリングする。
また義を以下のように展開する。
 f_{i}=f_{i}^{(0)}+ $\epsilon$ f_{i}^{(1)}+$\epsilon$^{2}f_{i}^{(2)}+$\epsilon$^{3}f_{i}^{(3)}+\cdots (3)
ここで、  f_{i}^{(0)} =f_{l}^{eq} とする。
各オーダーでそれぞれ成り立つ方程式について、速度空間について和を
とった後、足しあわせて元の時間スケールの方程式に直すと
\displaystyle \frac{\partial $\zeta$}{\partial t}+\sum_{i}e_{i}\frac{\partial f_{i}^{(0)}}{\partial x}
+ $\epsilon$(\displaystyle \frac{1}{2}- $\tau$)\sum_{i}(\frac{\partial}{\partial t_{0}}+e_{i}\frac{\partial}{\partial x})^{2}f_{i}^{(0)}+O($\epsilon$^{2})=0 (4)
ここでBurgers方程式を導出するために以下のような条件を課す。
P_{1}\displaystyle \equiv\sum_{\dot{l}}e_{i}f_{i}^{(0)}\equiv\frac{1}{2}$\zeta$^{2} (5)
 P_{2}\displaystyle \equiv\sum_{i}e_{i}^{2}f_{\dot{l}}^{(0)}\equiv\frac{1}{3}$\zeta$^{3}+\hat{ $\lambda$} $\zeta$ (6)
これにより、式(4) はBurgers方程式
\displaystyle \frac{\partial $\zeta$}{\partial t}+ $\zeta$\frac{\partial $\zeta$}{\partial x}+ $\nu$\frac{\partial^{2} $\zeta$}{\partial x^{2}}=0
(7)
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で採用された方法であり、局所平衡関数 f\mathrm{f}^{q}(x, t) について、式 (2) 、(5) 、
(6) の3式を連立させることによって得ることができる。
f_{1}^{eq}=\displaystyle \frac{1}{2}(\frac{P_{2}}{c^{2}}+\frac{P_{1}}{c}) (8)





ここで、 h_{0,1} は未知の凸関数である。平衡分布は Hの最小値 (モーメント




f_{0}^{eq}=$\mu$_{0}(a) , f_{1}^{eq}=$\mu$_{1}(a+ $\lambda$ c) , f_{2}^{eq}=$\mu$_{1}(a- $\lambda$ c) , (13)





H=f_{0}(\displaystyle \ln f_{0}-1-\ln\frac{16}{3})+f_{1}(\ln f_{1}-1)+f_{2}(\ln f_{2}-1) (14)
平衡分布関数はこの Hの最小値を取る f_{\dot{l}} として求められる。すなわち、
f_{0}^{eq}=\displaystyle \frac{64}{55} $\zeta$(1- (15)
f_{1}^{eq}=\displaystyle \frac{ $\zeta$}{2}(1+\frac{M}{2})-\frac{f_{0}^{eq}}{2} (16)
f_{2}^{eq}=\displaystyle \frac{ $\zeta$}{2}(1-\frac{M}{2})-\frac{f_{0}^{eq}}{2} (17)
である (M\equiv $\zeta$/c) 。一見したところ、粘性係数  $\nu$ が定義に現れていない
が、導出の過程で \displaystyle \hat{ $\lambda$}\equiv\frac{3c^{2}}{11} と定める必要がある。これにより、 cが  $\nu$ に依存
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図1: 平衡分布関数の  $\zeta$ 依存性。実線 :Entropic LBMでの式、点線 :標準的な方法での
式。  c=5 としている。
1_{\overline{7}} グ \overline{\vee}7^{\backslash }J ジ = $\iota$乗数  $\lambda \delta$\grave{\grave{>}}\prime \mathrm{J}\backslash さ \mathrm{V}^{\mathrm{y}} と \llcorner^{\mathrm{v}} $\zeta$ 41 る。
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図1に平衡分布関数の  $\zeta$ 依存性を示す。速度空間全体に関して、場の量
 $\zeta$ が小さい場合にはほぼ一致しており、大きくなるにつれて違いが出てく






図2: 平衡分布関数から求めたモーメントの  $\zeta$ 依存性。実線 : Entropic LBM での式、点
線:標準的な方法での式。
図2に平衡分布関数から求めたモーメントの  $\zeta$ 依存性を示す。  0次、1
次のモーメントについては二つの方法に違いはなく、2次のモーメントに




の結果では、緩和係数は  $\tau$=0.9、粘性係数は  $\nu$=0.0005 としている。ま
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た、初期条件については、Gao ら[4] のケースのうち
u(x, t=1)=\displaystyle \frac{x}{1+(1/t_{0})^{1/2}\exp(x^{2}/(4 $\nu$))}
を示す。厳密解は
u(x, t)=\displaystyle \frac{x/t}{1+(t/t_{0})^{1/2}\exp(x^{2}/(4\mathrm{v}t))}
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図3: 標準的な方法による平衡分布関数を用いた計算結果。厳密解は実線、計算結果は点














図4: Entropic LBM による平衡分布関数を用いた計算結果。厳密解は実線、計算結果は
点で表されている。 dx=1/198\simeq 0.00505, dt=0.007。
図4にEntropic LBM で求めた平衡分布関数を用いた計算結果 (Case 2)
を示す。この場合、  $\nu$ から  cが決まってしまうため、 dt, dx どちらかだけが
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